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L’l?QUIVALENCE D’UNE FONCTION DIFFfiRENTIABLE ET 
D’UN POLYNOME 
RENB THOM 
(Received 1 November 1963) 
LE PROBLI!ME Ctudit dans cet article est le suivant : Soitf(x) une fonction reelle, indehmmem 
derivable, de la variable reelle x definie sur un intervalle ]a, b[; existe-t-i1 un polynome P(U) 
et un diffeomorphisme (de classe Cm) u = h(x), h’(x) # 0 pour tout x E ]a, !I[, tels que, pour 
tout x E ]a, b[: 
f(x) = P(/z(x)) ? 
Bien que de formulation simple, ce probleme ne semble avoir attire l’attention que tout 
recemment: dans [l] Chandler Davis donne une solution d’un probleme presque identique. 
Par ailleurs, un theoreme recent de Levinson [2] precise les conditions d’equivalence locale 
d’une fonction analytique et ‘und polynome. 
Nous allons reprendre ici le probleme de Chandler Davis et en donner une solution 
de caractbre topologique; donnons dans ce but quelques definitions: 
Soit P(U) un polynome de degre (n + I), a coefficients complexes; soient cl, c2, . . . c, les n 
zeros de la d&iv&e P’(U) (tventuellement on distincts) ; les valeurs aj = P(cj), j = 1, 2, . . . n, 
sont les uakurs critiques (tventuellement non distinctes) du polynome P. 
PROBLBME (C). Etant dorm&es les n valeurs complexes (aj), dkterminer un polynome P de 
degre’ n + I qui admet ces valeurs pour valeurs critiques. 
PROBL~ME (R): De’terminer un polynome P(u), de degre’ (n + l), ci coejicients reels, 
dont la d&iv&e a n zkros r&eels cl, c2, . . . c,,, tel que les valeurs critiques correspondantes 
aj = P(c,) soient don&es. 
En ce cas, si les zeros cl, c2, . . . c, sont ordonnes par valeurs croissantes, les valeurs 
critiques correspondantes doivent dtre telles que les differences aj+I - aj, aj - LZ~_~ soient de 
signes opposes; certaines de ces differences peuvent tvidemment Ctre nulles, mais on doit 
toujours postuler que (- 1)j ia, - aj_1) garde un signe constant quand cette difference n’est 
pas nulle. 
Observons tout d’abord que si P(u) est une solution du probleme (C), alors tout poly- 
nome de la forme P(au + b), a, b constantes complexes, a # 0, est Cgalement solution du 
meme problbme; il en va de m6me pour le probleme (R), a condition toutefois que la 
constante reelle a soit positive. 
297 
298 REN6 THOM 
$1. R&SOLUTION DU PROBLQME (C) 
Le probleme (C) se r&out immtdiatement par la theorie des fonctions algebriques 
d’une variable comp1exe.t Considtrons la surface de Riemann associee au polynome de 
degre (n + 1) z = P(U) : la sphere source (u) est un revetement ramifie de la sphere-but (z) ; 
les points de ramification sont les valeurs critiques uj ainsi que la point (co) de la sphere (z); 
si tous ces points sont distincts chaque (aj) est un point de ramification quadratique (de 
modele local u = zri2) et le point (co) est un point de ramification circulaire d’ordre (n + 1). 
Appelons revetement (p) tout revetement de degre (n + 1) de la sphere (z) comportant: 
(i) un point de ramification circulaire de degrt (n + 1) au point z = co. 
(ii) n points de ramification quadratiques aj, eventuellement confondus. 
Precisons ce dernier cas: lorsque k valeurs critiques sont confondues en un point (b), 
ceci veut dire: l’image reciproque p-l(b) comporte s 6 k points cl, . . . c, du revetement; 
chacun de ces points ci est point de ramification circulaire d’ordre rtzi + 1, et la somme des 
nombres (mi) est Cgale a la multiplicite torale k de la valeur critique (b). 
Je dis que la surface de Riemann associee a un revetement (p) est une sphere (S,); 
en effet, c’est necessairement une surface orient&e compacte, dont la caracteristique 
d’Euler-Poincare est tgale a deux, car tel est le cas du revetement (p) associe 9 un polynome 
z = P(U) de degre (n -t 1); par ailleurs cette surface est connexe, puisqu’en tournant autour 
du point z = co on peut passer d’un feuillet du revetement 9 n’importe quel autre. Le 
revetement est done bien une sphere (S,). Ce raisonnement ne vaut en principe que lorsque 
toutes les valeurs critiques sont distinctes; en fait, il est aise de verifier que la concentration 
de deux valeurs critiques, effectuees uivant les modeles explicit& ci-dessous, ne change 
pas la caracteristique d’Euler du revetement. 
Dans ces conditions, la sphere-source peut Ctre munie dune structure complexe induite 
de la structure complexe de la sphere (z) par la projection p du revetement; une telle struc- 
ture n’est definie que modulo une transformation homographique o = au + b/w + d. On 
pourra supposer que le point image reciproque de z = co est le point u = 00 ; alors la 
projection p d&nit une application meromorphe P de la sphere (u) sur la sphere (z), telle 
que P(m) = co ; par suite P s’exprime par un polynome de degre (n + l), degre du revete- 
ment (p). 
Pour resoudre le probleme (C), il suffira done de montrer que, si l’on se donne arbi- 
trairement n points aj de la sphere (z), il existe un revetement (p) admettant ces points 
pour points de ramification quadratiques. 
Supposons d’abord les n points aj tous distincts; considerons un polynome Q de degre 
(n + l), et soient ql, q2, . . . qn ses valeurs critiques ; si ce polynome est ‘generique’, les valeurs 
critiques sont toutes distinctes, et le revCtement associe a Q est un rev&tement (p); or, il 
existe Bvidemment un diffeomorphisme g de la sphere (z), tel que g(co) = (co) et g(aj) = qj; 
le revetement g induit sur (z) par l’homtomorphisme g est evidemment un revCtement (p) 
repondant a la question. 
t Je dois cette remarque h M. And& Wei,. lors d’un skjour ?I l’hstitute for Advanced Study, Novembre 
1961. 
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Admettons maintenant que certains des points (aj) sont confondus, mais que, nean- 
moins, la contre-image de chaque valeur critique multiple (bi) de multiplicite ki, comporte Y 
points simples, et un seul point de ramification ci d’ordre m, = ki + 1; alors c m, = n. Si 
l’on considbre le polynome P dont la derivee P’ s’ecrit: P’(u) = IIj(u - ci),lei, il est clair 
que, pour presque tout systeme de nombres (ci), les valeurs critiques P(c,) sont distinctes; 
on pourra done, ici encore, appliquer le raisonnement precedent pour construire un revete- 
ment (p) ayant les aj pour valeurs critiques. 
Passons maintenant au probleme general: on se donne un systeme de k points b,, . . . , 6, 
de la sphere-but (z), La contre-image d’un point bjconsiste de rjpoints critiques cl, . . . , Crj 
qui sont des points de ramification d’ordre respectif& + 1, 1 < s < rj; alors, par hypothese, 
la somme C pj est Cgale a 12. On va definir le revetement (p) associt par un homomorphisme 
.S 
du groupeiondamental du complementaire des points bk dans le groupe symttrique G(n -t 1) 
des permutations de (n + 1) feuillets. Dans ce but, on peut supposer que tous les points 
(b,) sont sur le cercle de module un du plan (z); le contre-image d’un cercle de rayon 1 --E 
est homtomorphe au produit S, x [n + 11, puisque el revetement est trivial sur ]z] < 1; 
ordonnons les points (bk) sur le cercle z = 1; si l’on dtforme le lacet jz] = 1 - E de man&e 
a lui faire traverser successivement tous les points (b,J, on obtiendra finalement un lacet 
]z] = 1 + a, dont la contre-image est connexe, et appliquee sur ]z] = 1 + E avec degre (n + 1); 
a tout revetement (p) associt aux (bk) est done associee une factorisation dune permutation 
circulaire g de G(n + 1) en un produit d’elements hj correspondant aux points (bj); chaque 
hi est lui-mCme un produit de permutations circulaires d’ordre (p:) + 1, qui commutent 
entre elles, parce qu’elles operent sur des systemes differents de feuillets. On visualisera 
cette situation en faisant correspondre a tout revetement (p) une tresse (braid) de (n + 1) 
brins: a chaque valeur critique bj va correspondre un systbme de permutations circulaires 
d’ordre <pJ) + 1, et le produit total de ces permutations est Cgal a la permutation circulaire 
(s). 
Examinons d’abord le cas k = 1 d’une seule valeur critique; alors la contre-image ne 
peut consister de plus d’un seul point, sans quoi la somme 1 (pi + 1) serait superieure au 
i 
nombre (n + 1) des feuillets. 
I1 n’existe done, en pareil cas, qu’une seule solution (classe de revetements (p) & 
l’isomorphie pres). 
On va maintenant montrer que, si l’on a une suite (bk) comportant au moins deux 
valeurs critiques (k 3 2), alors tout systeme de permutations circulaires (p;) attachees aux 
bj peut @tre realisee par une tresse qui dtfinit un revetement (p). On se sert, dans ce but, 
du lemme suivant : 
LEMME (1). Soient p,, qb deux permutations d’un ensemble de (a + b + 2) objets, qui sont 
despermutations circulaires indepkndantes d’ordre respectif(a + 1), (b + 1); ceci veut dire que 
les ensembles A et B oit opgrent respectivementp, et q,, sont deux ensembles disjoints de (a + 1) 
et (b + 1) &ments respectivement: soit v une permutation qui &change un Gment de A avec 
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un e’lkment de B: alors la permutation v’p;q, est une permutation circulaire de I’ensemble 
A v B. 
On peut Ccrire: v*pa*qlb = s~v’~~,+~~s-~ oti prr+* une permutation circulaire sur un 
sous-ensemble A’ g (a + b + 1) elements de A v B, v’ une permutation d’un Clement de A’ 
avec l’element de A u B - A’, s une permutation globale de A u B. Voir Figure 1, le cas 
otia=b=l. 
FIG. 1. 
Cela &ant, considerons la derniere des valeurs (b,J et supposons qu’il lui corresponde 
au moins deux permutations circulaires h,, hb d’ordres respectifs (a + l), (b + 1); on peut 
alors supposer qu’une des permutations(h) associees ab, _ 1 permute un element de l’ensemble 
de dehnition de h, avec un Clement de l’ensemble de definition de h,; une telle permutation 
circulaire peut s’ecrire h = h’ mu, oti u est la transposition d&rite plus haut, et h’ une per- 
mutation circulaire d’ordre inferieur d’une unite. Posant alors h’ = s*h”*~-~, le lemme 
precedent montre que 
h’*v.h;h, = s.h”.v’.h,,+,,.s-I. 
Comme la transposition v’ &change un element de l’ensemble de definition de h” (transpose 
par s de l’ensemble de definition de h’) avec un element exterieur, h” - v’ est a nouveau une 
permutation circulaire hI conjuguee de h. En construisant la tresse partielle associee A 
h*p;qb, on voit que cette tresse est isomorphe a celle definie par la suit hl.po+b. En it&ant 
cette procedure, on voit qu’on peut former pour l’ensemble des h; don& une tresse iso- 
morphe a celle definie par une suite de permutations circulaires: 
Ph, *Phz . . . Phr’ 
Remarque. En principe la procedure ici dkcrite echoue lorsqu’on aboutit a la pre- 
miere valeur critique (b,); observer alors qu’on a affaire en fait 5r une tresse cyclique de 
sorte que bk precede b,. On est done ramene au cas oh la contre-image d’une valeur b, 
ne comporte qu’un seul point critique, cas qui a CtB consider6 precedemment. 11 est d’ailleurs 
evident qu’une tresse circulaire d’ordre (n + 1) se represente graphiquement comme suit: 
(voir Figure 2): un des brins passe au-dessus des n autres brins, donnant naissance a n 
3, 
-- 
FIG. 2. 
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points doubles de la projection; il est clair que si l’on se donne une partition de l’entier n, 
n=Cm,,i=1,2,... k on pourra repartir les TZ points doubles en k groupes de m, points 
doubles, associes chacun a une permutation circulaire d’ordre (mi + 1); ainsi se trouve 
definie la tresse associee a une telle suite de (bk). Ceci ne fournit qu’une solution; il y en a 
en general d’autres, non isomorphes a celle-la. Nous n’aborderons pas ici le probleme, 
assez inttressant semble-t-il, de determiner toutes les cIasses de revetements (p) associes a 
une donnte (bj, p$ de valeurs critiques. 
En resume, la solution du probleme (C) est toujours possible: 
TH~~OR~ZME (1). A tout systPme (bj) de valeurs complexes, afict&es des multiplicitb (p:), 
onpeut associer un polynome de degre’ (n + 1) qui admet les (bj) pour valeurs critiques, avec les 
multiplicith (pg). 
Solution du problhe (R). Supposons maintenant que tomes les valeurs critiques 
donntes (bj) sont reelles; si P(u) est une solution du probleme (C) correspondant, on se 
propose de trouver une substitution lineaire u = au, + b (a # 0) telle que le polynome 
transform6 P (au1 + b) soit a coefficients reels. Ceci justifie le d@zition suivante: on dira 
qu’un polynome Q(u), a coefficients complexes, est intrinssquement complexe, s’il est 
impossible de le transformer en un polynome a coefficients reels par une substitution lintaire 
sur la variable u. 
Designons par J la symetrie z +i de la sphere-but (z); on a le critere topologique 
suivant pour la resolubilite du probleme (R): 
Pour que le probleme (R) donnt admette une solution, il faut et il suffit qu’il existe 
une solution du probleme (C) correspondant satisfaisant a la condition suivante: il existe 
une symetrie J,, de la sphere (u) telle que, si p designe la projection du revetement, on ait: 
p.J,, =J*p. La condition necessaire est evidente, puisque J, est alors la transformation 
u -+a; elle est suffisante: car la symttrie J, transforme la structure complexe (induite par p) 
de la sphere u en la structure complexe conjuguee; par suite, si (ur) est une fonction coor- 
donnee, ulJO = atil + b, et aussi ulJO =du, + 6, d’oti rest&e, en ecrivant UJJ,, = U, 
ati = 1, b + 6 = 0; par une transformation lineaire sur U, on peut supposer que uJ, = ti; l’axe 
reel de la variable u est l’axe de la symetrie J,. 
Etant don& un systeme de valeurs critiques reelles (bj), nous sommes ainsi amen& a 
rechercher s’il existe, parmi les revCtements (p) solutions du probIeme (C), des revetements 
pour lesquels la symttrie J admet un relbvement J,,. On va voir que pour n < 2 tout 
revetement (p) satisfait a cette condition; au contraire, pour n 2 3, il existe des 
revetements (p) pour lesquels J n’admet aucun relevement ; par suite: 
PROPOSITION (1). Pour tout degre’ m 2 4, il existe des polynomes intrins2quement com- 
plexes dont toutes les valeurs critiques sont rtfelles. 
Soit L un revetement (p), p la projection associee; si J admet un relbvement J,, ce 
relevement J, laisse invariant le graphe L image reciproque par p de l’axe reel D de la 
sphere (z); par suite ce graphe (L) doit admettre lui-mCme une symctrie Jo qui laisse ponc- 
302 RENI? THOM 
tuellement fixe une droite de (L), a savoir l’axe reel de la variable U; si tel n’est pas le cas, 
le polynome correspondant est intrinsequement complexe. 
Relation entre le graphe (L) et la tresse associCe au redtement 
On peut supposer que le cercle coupure qui sert a definir la tresse associee a un rev&e- 
ment (p) est constitute d’un intervalle I-R, R[ de l’axe reel (D), R assez grand pour que 
cet intervalle contienne toutes les valeurs critiques (bj). On complete cet intervalle par un 
demi-cercle lz] = R dans le demi plan Tz < 0; dans ces conditions, le graphe L = p1 (D) 
s’identifie a la portion de la tresse sit&e au-dessus du segment [-R, + R], portion qui en 
est la partie inttressante, car la tresse est triviale au-dessus du demi cercle; il est clair, 
par ailleurs que l’identification de la tresse au graphe (L) exige l’identification des brins aux 
points critiques. Lorsque le probleme (R) a une solution, il existe dans le graphe (L) une 
droite privilegite, a savoir l’axe reel de la variable (u); cette droite se decompose en une 
reunion de brins partiels de la tresse, et il est toujours possible de donner de la tresse une 
representation plane telle que, si la projection p sur (D) est la projection verticale la pro- 
jection horizontale applique l’axe des u reels biunivoquement sur l’axe (y) perpendiculaire 
a (x); dans les Figures 3 et 4, etc., on a representt l’axe u reel par une ligne polygonale en 
pointille. La projection de cette ligne pointillte sur (x) donne alors une representation du 
type topologique de l’application u + x definie par le polynome solution x = P(U). 11 y 
aura lieu de remarquer qu’en un point critique quadratique (ou plus gtneralement d’ordre 
pair) , la ligne pointillee rebrousse chemin (dans le sens des x croissants); au contraire, en 
un point critique jonction dun nombre impair de brins, la ligne pointillte garde le meme 
sens de variation des (x). 
Cela dit, on construit les tresses associees au probleme (R) pour n = 1, 2, 3, et, corr4 
lativement, les graphes (L) correspondants. 
On constate ainsi (Voir Figures 3, 4, 5 et 6) que pour n < 2 tous les graphes (L) 
admettent des axes de symetrie; au contraire, pour n = 3, il existe des graphes (L) sans 
\f----. 
A__--___-__ 
FIG.~. n= 1. 
FIG. 4. n = 2. 
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FIG. 5. n = 3. 
axe de symetrie (voir Figure 6) les polynomes correspondants sont intrinskquement com- 
plexes. 
FIG. 6. II = 3. 
De man&e g&&ale, pour n > 3, le revetement associe a la representation banale 
d’une tresse a permutation circulaire d’ordre 12 + 1 (voir Figure 2) conduit a des solutions 
ntrinsequement complexes; au contraire le graphe associe a la tresse de la Figure 7, a deux 
-I +I 
p,R_--__-_________--_--_-_------ 
bL------._-_____\, /- 
-------------1 
c_______, / -------\ - 
I 
__----_-_ 
,:____-_-____-__-___--___-_----_-- 
FIG. I. Tresse du polynome de Tchebyscheff pour n = 5. 
valeurs critiques, et A points critiques quadratiques, convient; il correspond, en fait, a la 
solution reelle definie par le polynome de Tchebyscheff de degre (n + 1) (sur la Figure 7, 
on a n = 5). Considerons maintenant le cas oti toutes les valeurs critiques (bi) sont distinctes; 
je dis qu’on peut alors d&former continuement le systeme des (bj) en le couple - 1, + 1, les 
points critiques correspondants restant distincts; de plus, au tours de la deformation 
inverse, le revetement (p) associe initialement au polynome de Tchebyscheff se prolonge 
pour toute valeur du parametre de deformation: on peut d’abord supposer, par une trans- 
formation lineaire sur la fonction x, que toutes les valeurs critiques bj sont comprises entre 
- 1 et + 1; on fait choix alors du plus petit des minimum, soit b, > - 1, et on l’amtne 
lineairement au point - 1; dans cette deformation (ou la deformation inverse) b, ne ren- 
contre aucune autre valeur critique; done tout revetement (p) se prolonge durant cette 
deformation. Puis on prend le minimum immediatement superieur et on l’amene au point 
- 1; comme les points critiques associts a - 1 sont tous distincts, et relatifs a des couples 
de brins de la tresse (T) distincts, le revetement correspondant se prolonge dans cette defor- 
mation; et ainsi de suite, pour tous les minimum, et aussi pour les maxima, qu’on amene 
a la valeur + 1. On peut de plus supposer qu’un certain nombre de points critiques sont 
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confondus; par exemple, si l’on a affaire a un point critique d’ordre trois pour u = 0, on 
deformers localement l’application comme l’indique la for-mule : 
(1) F = u3 - 3tu; pour t > 0, on sera dam le cas precedent, et les deux zeros u = Jt 
sont deux points critiques consecutifs sur la ligne ‘pointillte’ de la tresse associee a la solu- 
tion. Pour t tendant vers zero, l’identification avec le modele local defini par (1) (modele 
qui implique seulement trois des brins de la tresse, les autres restant inchanges) montre 
que les deux points critiques u = + ,,it viennent se confondre en un point de ramification 
d’ordre trois: ce raisonnement se gentralise a toute don&e (bj): quel que soit le type 
topologique donnt pour le graphe et le systeme (bj, bj), une legere perturbation transforme 
ce type en la situation gtnerique oti toutes les valeurs critiques sont distinctes; on fait 
choix, dans cette derniere situation, de la solution dtduite par deformation du polynome 
de Tchebyscheff; l’utilisation de modeles locaux analogues a (1) permet ensuite de con- 
centrer des points critiques consecutifs. 
Cette facon de proceder s’etend au cas 06 l’on a, parmi les valeurs (bj) des couples de 
valeurs complexes conjugutes; en effet dans le modele (l), si l’on donne a t des valeurs 
negatives, on crte deux valeurs critiques complexes conjuguees. Par utilisation d’un modele 
local de la forme (u2 + 1) (u2 + 1 + t), ces valeurs critiques complexes peuvent se confondre 
avec une multiplicite arbitraire: au tours de la deformation correspondante, le revetement 
(p) ne cesse pas d’admettre un relevement J, de J, parce que c’est vrai a chaque instant 
pour le revetement partiel defini par le modele local. On a done: 
THEOR~ME (2). Le probEme (R) admet toujours une solution. 
Remarque. On pourrait se demander s’il n’est pas possible d’attaquer les problemes 
(C) et (R) par voie algebrique directe. Si l’on tcrit le polynome de degrt n + W(u) avec 
des coefficients indetermines aj, on devra exprimer que l’equation P(U) = v a une racine 
multiple, et par suite annuler le discriminant de l’equation P(U) - v = 0; on obtient ainsi 
une equation algebrique en U, de degre n; en designant par P6”c” l’espace projectif dont les 
coordonnees homogenes wj sont les coefficients de cette equation, on d&nit ainsi une 
application polynomiale G : (2:: 2 -+ Pew,. Cette application est surjective, et la contre- 
image de tout point consiste d’un nombre fini de surfaces paramttrees de man&e tvidente 
par les deux coefficients a, b de la substitution lineaire u = au, + b. L’ttude algebrique 
directe de cette application (G) semble malaisee; il serait toutefois inttressant den degager 
la structure topologique. Le mCme probleme se pose pour les coefficients reels, 05 l’on a 
une application : 
G,: UC W’+2 + P%(n) 
Cette application est tgalement surjective, et, bien que rtelle (U sou-ensemble des 
polynomes a points critiques tous reels) ses singularites ont un aspect de singularites com- 
plexes. L,& aussi, une etude detaillee ne serait pas sans inter&. 
$2. fiQUIVALENCE D’UNE FONCTION DlFFfiRENTIABLE ET D’UN POLYNOME 
Enoncons tout d’abord un lemme simple: 
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LEMME (2). Soit f (x) une ,fonction C” qui admet h l’origine un -Pro d’ordre k: soit P(u) 
un polynome qui admet ti l’origine UN z&o d’ordre k. Alors il existe un d$&omorphisme local 
u = h(x) autour de I’oricgine, tel yue, duns un wisinage de 0, on ait; 
,j’(.Y) = P(h(x)). 
II suffit Cvidemment de dknontrer le lemme lorsque U(u) n’est autre que uk (itkrer le lemme!); 
supposons alorsJ ‘(k) ( 0) # 0 positif; la formule de Taylor (avec reste intkgral) donne alors 
J’(X) = a(x)..?, oil la fonction a(s) est C”, avec a(0) # 0. On Ccrit alors uk = xk * a(x) 
d’oti u = x * (a(x))“” 
Ceci d&nit bien le difEomorphisme local u = h(x). On peut alors Cnoncer le: 
THEOR~ME (3). Pour yu’une fonction C” f’(.u), d$nie .SIII’ un intervalle -A, + A soit 
iquivalente d un polynome. il j&it et il sufit : 
(1) Que f(x) soit propre sur [-A, + A] ; 
(2) Que f n’admette sur cet interval/e yu’un nombre ,jini de valeurs critiques, chaque 
raleur critique Ptant comptPe avec sa multiplicitr’. 
Rappelons qu’une valeur critique b dont l’image rkciproque f -l(b) comporte n points 
critiques cj de multiplicitk p,; + 1 doit Ctre affectte de la multiplicitk m(b) = c pg. 
Les conditions ntcessaires sont Cvidentes; la condition (2) implique alor: quef(x) ne 
prksente sur -A. +A qu’un nombre fini de points critiques tous d’ordre fini. Par suite, au 
besoin en augmentant l’intervalle de dkfinition -A, + A et prolongeant la fonction .f, on 
peut toujours supposer que les valeurs .f( - A), f( + A) de f’ aux bornes sont plus grandes 
(ou plus petites) que toute valeur critique. On construit alors un polynome P(u) qui a 
mCmes valeurs critiques que f: avec les m&mes multiplicitts; on r&out alors 1’Cquation 
(x) = P(u), en considtrant u comme fonction inconnue de X; a s on associe celle des 
valeurs de u qui occupe sur le graphe de P(u) la mCme situation par rapport aux points 
critiques que x; la fonction U(X) ainsi dkfinie est Cvidemment C’ en un point non critique, 
ri cause du thCor&me des fonctions implicites; en un point critique cj, elle I’est Bgalement, 
en raison du lemme prktdent. 
Si le segment [-A, +A] est la droite achevie, on appliquera la mEme proctdure, en 
remarquant que, k cause de l’hypothke (I), f( - A) et ,f( + A) sont infinis. Alors le diffko- 
morphisme .Y -+ u est dtfini pour toute valeur de X. 
COROLLAIRES. Si f est analytique rPelle, et satisfait aus conditions du The’orsme (3), 
alors le d&Yomorphisme u = h(x) est bgalement analytique. Si f est classe C”, alors h est 
de classe Cmmk, k d&ignant la multiplicite’ maximum d’un z&o de f". 
GtiNfiRALISATION ET PROBLPMES CONNEXES 
Soit donnte une fonction C” f(x, JJ[) dependant des paramktres L’i. On suppose que 
pour tout point yi pris dans un compact K, la fonctionf(x, yJ satisfait aux conditions du 
ThCorkme (3), avec une multiplicitt constante pour le nombre des valeurs critiques. On 
peut alors penser que le thCor&me se gCn&alise: les coefficients du polynome P(u) Ctant 
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des fonctions C” des (yi), et le diffeomorphisme u = h(x, yi) Ctant lui aussi C” en x et yi. 
Le theoreme de Levinson [2] ainsi que la recente demonstration par Malgrange [3] du 
theoreme de preparation de Weierstrass dans le cas differentiable suggtrent tres fortement 
qu’il en est bien ainsi. On se bornera a etablir le theoreme dans un cas banal, a savoir 
lorsque les points critiques de.f( x, yi) ainsi que les valeurs critiques gardent une multiplicite 
constante sur tout le compact K. En ce cas, en efiet, les points critiques ci(yi) sont des 
fonctions differentiables des (yj), parce que c est solution d’une equation de la forme 
f’“-‘(x, yi) = 0 avec .f”(c, vi) # 0; alors les valeurs critiques bj =f(cj) sont Cgalement des 
fonctions differentiables des yj; alors, si l’on reprend l’application G, : lJ c ‘ill” --f P‘%(n - 1) 
definie dans la remarque plus haut, on peut associer a ,f une application F de l’espace des 
(yi) dans l’espace projectif P%(n - I) des polynomes ayant pour racines les bj. En raison 
de l’hypothese faite sur les ci, la contre-image induite dans U x (yj) par l’application F 
du graphe de G, se decompose en un nombre fini constant de produits de la forme (y,) x R2 
dans la composante dtfinie par le Theoreme (3) on fait choix d’une section differentiable; 
ainsi se trouve defini un polynome P(u, vj), de memes valeurs critiques quef‘(x, vi), et dont 
les coefficients sont des fonctions C” des yj. Pour la m&me raison que plus haut, les points 
critiques c:(yj) des P(u, yj) sont aussi fonctions C” des yj. Alors l’CgalitCf(x, yj) = P(u, yj) 
d&nit u comme fonction des yj; c’est evident en un point regulier de P(u, yi); en un point 
critique c;, on a a rtsoudre localement: 
oh les fonctions a, m sont C” et non nulles au voisinage du point consider& En extrayant 
le racine d’ordre h des deux membres on definit effectivement un diffeomorphisme: 
Problkmes apparent&. 
(1) Si I’on a une application C”, F de !.R2 dans ‘!R’, qui ne comporte que des points 
critiques isolb, peut-on, par diffeomorphisme de la source et du but, transformer cette 
application en une fonction holomorphe z -+ u? 11 y aurait lieu, tout d’abord d’etudier 
le probltme local. 
(2) Etant don&e une application C”, f: ‘32” +!)I”, appelons ‘complexification locale’ 
de f’ une application F de 6” dans cp, de classe C”, dont le jet d’ordre infini sur 9” < 6’ 
n’est autre que le jet complexifie de,fI Une telle complexification locale existe toujours, car 
les conditions d’application du theoreme du prolongement de Whitney sont satisfaites sur 
la partie rCelle 93” < 0” (Je dois cette remarque a G. Glaeser). On peut alors se demander 
s’il existe une complexification locale dej’dont les singularitts ont localement m&me type 
que les singularites d’une application holomorphe. Le Thtoreme (3) montre qu’il en est 
bien ainsi pour toute fonction J’(x) dont une derivee ne s’annule pas? Le consideration 
de ce genre de complexification semble devoir presenter un inter&t dans l’ttude de certains 
fermes dtfinis par des ideaux de fonctions differentiables. 
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